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完全数問題とは

　 Pythagorasが命名した完全数とは，自然数 nの 2倍が丁度 nの約
数の和 σ(n)になっている場合のときをいう。すなわち，nについて次
が成立している場合である．

2n = σ(n) (PN)

たとえば，n = 6であれば，

2n = 2 · 6 = 12

σ(n) = σ(6) = 1 + 2 + 3 + 6 = 12

n = 28であれば，

2n = 2 · 28 = 56

σ(n) = σ(28) = 1 + 2 + 4 + 7 + 14 + 28 = 56

となり，n = 6, 28は完全数であることがわかる．
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完全数問題と円分数

PNを n =
s∏

i=1

pei
i として捉えなおすと

2
s∏

i=1

pei
i =

s∏
i=1

(1 + pi + p2
i + · · · )

=

s∏
i=1

pei+1
i − 1
pi − 1

(PN1)

一方，円分多項式 Φd(x)については

xe − 1 =
∏
d|e
Φd(x) (CP)

x − 1 = Φ1(x)

が成立している．
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PN1と CPにより，次の関係式

2
s∏

i=1

pei
i =

s∏
i=1

∏
d|ei+1
d,1

Φd(pi)

が成立し，円分数 Φd(n)が約数和 σ(n)と関係し，約数和 σ(n)の素因
数を考察することに絞られる．これが，今でも円分数の素因数分解が
数多く実験されている所以である．
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f を数論的関数で 1もしくは素数 pに対し，次の性質を有するものと
する．

f (p) =
{

1 (p = 1)
m ( 1 ≦ m < p) (p > 1)

このとき， f よる拡張 Euler関数 φ f を次のように定義しよう．

n =
s∏

i=1

pei
i に対し，

φ f (n) =
s∏

i=1

pei−1
i f (pi)

このとき拡張 Euler関数 φ f の導来対数関数 L f とは，φ f を用い，次の
ように定義する．

L f (n) =
{

0 (n = 1)
L(φ f (n))+

∣∣∣ { d | d|n, φ f (d) = 1 }
∣∣∣ (n > 1)
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任意の自然数 m, nや素因数分解について

L f (mn) = L f (m) + L f (n)

L f

 s∏
i=1

pei
i

 = s∑
i

eiL f (pi) (extEulerL)

等が成立している．
　 f = φのときは，φ f は通常の Euler関数であるので，L f を Lと略
記することにすれば，以下で利用する Lについても任意の自然数
m, nや素因数分解について

L(mn) = L(m) + L(n)

L

 s∏
i=1

pei
i

 = s∑
i

eiL(pi) (EulerL)

が同様に成立する．
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　先ほどの Lの関係式 (EulerL)を（奇の）完全数の式 PN,PN1の両辺
作用させると，

L

2 s∏
i=1

pei
i

 = L

 s∏
i=1

pei+1
i + 1
pi − 1


1 +

s∑
i=1

eiL(pi) =
s∑

i=1

L

 pei+1
i − 1
pi − 1


1 +

s∑
i=1

eiL(pi) =
s∑

i=1

L
(
pei+1

i − 1
)
− L (pi − 1)

1 +
s∑

i=1

(eiL(pi + L(pi − 1)) =
s∑

i=1

L
(
pei+1

i − 1
)

1 +
s∑

i=1

(ei + 1)L(pi) =
s∑

i=1

L
(
pei+1

i − 1
)
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　先ほどの式

1 +
s∑

i=1

(ei + 1)L(pi) =
s∑

i=1

L
(
pei+1

i − 1
)

から，奇の完全数 n =
s∏

i=1

pei
i を構成する pi, eiについて，

(ei + 1)L(pi) = L
(
pei+1

i − 1
)

が成立していたとすると，明らかな矛盾を生じるので，Lを用いての

考察には，奇の完全数 n =
s∏

i=1

pei
i を構成する pi, eiについての

L
(
pei+1

i − 1
)
− (ei + 1)L(pi)

の振舞いや情報を調べることが必要となる．
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　 pei+1
i − 1については，円分数表示

pei+1
i − 1 =

∏
d|ei+1

Φd(pi)

を用いての計算方法もあるが，この場合，ei+1の素因数分解について
の情報が必須となる．
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偶数の完全数問題

　偶数の完全数問題については，すでに EuclidがMersenne素数
Mp = 2p − 1を用いて 2p−1Mp は完全数であることを述べており，後
に，Eulerがこの形に限ることを証明し，偶数の完全数問題について
は解決済である．
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奇数の完全数問題

　奇の完全数 (Odd Perfect Number Problem)については，それを満た
す Nについて，実に様々なことが知られているが，次は基本的で
ある。

N = qE
s∏

i=1

p2ei
i q ≡ E ≡ 1 (mod 4), q, pi は素数

この式から，前節の Euler関数の導来対数関数 Lや円分数での扱い
が，少し繊細になる．
すなわち，偶数 E + 1や奇数 2ei + 1の q, pi に関する場合の素因数分
解がどのようになるのかの情報が必要になる．
以上を考察するための，いくつかの表をMapleを用いて一部計算し
たものを，研究会予稿に掲載したので，この表を睨んでなんらかのヒ
ントを頂ければ嬉しい．
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Thanks

Thank you for your attention.
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