
　

有限半束の極大鎖とその個数

　 n-半束 L = {x0, x1, x2, · · · , xn}, x ∈ Lに対して，{xk | x < xk}の極小元を xの直後の元，{xk | xk < x}
の極大元を xの直前の元と呼ぶ．x0 = oは直前の元を持たず，Lの極大元は直後の元を持たない．これら以

外の元は直前の元および直後の元を共に持つ．xが x′ の直前の元ならば x′ は xの直後の元となり，その逆も

いえる．x, x′ ∈ Lに対して，x = xk0 < xk1 < · · · < xkr
= x′ かつ各 xki−1 (i = 1, 2, · · · , r)が xki

の直前の

元であるとき，この列を xから x′ への極大鎖と呼ぶ．特に，oから Lの極大元 x′ への極大鎖を L極大鎖，そ

のときの r を高さと呼ぶ．

　 Lにおける新たな二項関係 ≺を

　　 x ≺ y ⇐⇒
{

xは Lの非極大元 かつ x < x′

xは Lの極大元 かつ x′ = o

により定める．Lの極大元と oの間に順序関係を付加しただけであり，L \ {o}上での二項関係は <と一致す

る．ただし ≺ は半順序の公理を満たさない．L の任意の元を始点として ≺ に従う順序で L の元を順次抽出

し，xk1xk2xk3 · · · のように並べて行くならば，Lの元からなる可算無限列 x = xk1xk2xk3 · · · を得る．これ
を L列と呼び，L列全体を seq(L)で表す．L列は，L極大鎖を可算無限個接続した L列

　　　　 oy1 · · · yr︸ ︷︷ ︸
L 極大鎖

oz1 · · · zs︸ ︷︷ ︸
L 極大鎖

ou1 · · ·ut︸ ︷︷ ︸
L 極大鎖

· · · · · ·

より先頭部分を適当に取り去ったものといえる．従って L列は無数の oを含む．L列の中には周期性を持つ

もの (周期 L列)もあるが，これは，L極大鎖から成る有限 L列を可算無限回繰返し接続した L列

　　　　
有限 L 列︷ ︸︸ ︷

oy1 · · · yr︸ ︷︷ ︸
L 極大鎖

oz1 · · · zs︸ ︷︷ ︸
L 極大鎖

· · · ou1 · · ·ut︸ ︷︷ ︸
L 極大鎖

有限 L 列︷ ︸︸ ︷
oy1 · · · yr︸ ︷︷ ︸

L 極大鎖

oz1 · · · zs︸ ︷︷ ︸
L 極大鎖

· · · ou1 · · ·ut︸ ︷︷ ︸
L 極大鎖

· · · · · ·

より先頭部分を適当に取り去ったものといえる．従って，周期 L列の周期単位部分を切り出し，先頭と末尾

を結んで輪を作れば，その輪がいくつかの L極大鎖を結んだものとなる．逆に，いくつかの L極大鎖から成

る有限 L列の先頭と末尾を結んで輪を作り，任意の位置で切断し広げるならば，切断で生じた有限 L列を周

期単位とする周期 L列が得られる．なお，周期 L列の周期単位部分に重複元が存在することと oが 2個以上

含まれることとは同値である．

　次のように定められる写像を L(または seq(L))上のシフトと呼ぶ．

　　　 S：seq(L) 3 xk1xk2xk3 · · · 7−→ xk2xk3xk4 · · · ∈ seq(L)

シフト S は先頭の元を取り去る写像である．シフト写像を用いるなら，x ∈ seq(L) が周期 p(∈ N) の

L 列となる条件を Sp(x) = x で表せる．周期 p の L 列の個数を Np(L) と置く．周期 L 列 x に対して

min{p ∈ N | Sp(x) = x}を xの素周期と呼ぶ．L列 xが周期 pを持つなら任意の q ∈ Nにつき xは周期 pq

を持つこと，および，素周期 pの L列が周期 q を持つなら q は pの倍数であることに注意する．

　 Lに対して (n + 1)× (n + 1)行列 AL =
[
aij

]
を

　　 aij =





1 · · · xi−1は極大元かつ j = 1
1 · · · xi−1は xj−1の直前の元
0 · · · 上記以外

により定める．AL は，≺順序で xi−1 が xj−1 の直前にあるときに限り aij = 1，それ以外では aij = 0とな

る行列である．Am
L の i + 1行 j + 1列成分を a

(m)
i+1,j+1 で表すならば，

　　　 a
(m+1)
i+1,j+1 = a

(m)
i+1,1a1,j+1 + a

(m)
i+1,2a2,j+1 + · · ·+ a

(m)
i+1,n+1an+1,j+1 =

∑n+1
k=1 a

(m)
i+1,kak,j+1．



右辺の各項は (xi から xk−1 へ m回で行く経路数)×(xk−1 から xi への直路の有 = 1,無 = 0)の和であるか

ら，帰納的に左辺は ≺順序に従い xi から xj へm + 1回で行く経路数に等しくなる．Lの極大元と oとは ≺
順序で結ばれているから，任意の xi から任意の xj への ≺順序に基づく経路は必ず存在する．従って，任意
の i, j ∈ {0, 1, · · · , n} に対して a

(m)
i+1,j+1 > 0 なる m ∈ N が必ず存在し，AL は既約行列であることがわか

る．更に，Perron-Frobenius の定理により AL は絶対値最大で重複度 1 の正の実固有値を持つこともわか

る．この固有値を λL と置く．

　次の命題は，記号力学において周知の事柄であるが，主要定理を証明するための要となるので証明を付す．

命題 n-半束 Lに対する Np(L), AL, λL について次項が成立する．

　 (1) Np(L) = trace(Ap
L)

　 (2) det(I − λAl)−1 = exp
[ ∑∞

p=1

Np(L)
p

λp
]

　 (3) (2)における exp内の整級数の収束半径は λ−1
L

証明 周期 pの L列 y1y2 · · · ypy1y2 · · · yp · · · はその周期単位部分 y1y2 · · · yp により一意に定まり，周期単位

部分 y1y2 · · · yp は y1 を始点として p回目に y1 に戻る経路と一対一に対応し合う．Ap
L の対角成分は p回目

で自分自身に戻る経路の総数を表すので (1) が成立する．次に，AL の固有値の全てを λ1, λ2, · · · , λn+1 と

するなら Ap
L の固有値の全ては λp

1, λ
p
2, · · · , λp

n+1 となり，trace(Ap
L) = λp

1 + λp
2 + · · · + λp

n+1 が成立する．∑∞
p=1 p−1λp

i λ
p = −∑∞

p=1(−1)p−1p−1(−λiλ)p (i = 1, 2, · · · , n + 1)は，これを (−λiλ)に関する整級数とみ

るなら，収束半径 1で |λiλ| < 1のとき − log(1− λiλ)に収束する．従って，|λ| < λ−1
L ならば

　　　
∑∞

p=1

Np(L)
p

λp =
∑n+1

i=1

∑∞
p=1 p−1(λiλ)p = −∑n+1

i=1 log(1− λiλ)

　　　　　　　　　　　 = log
∏n+1

i=1 (1− λiλ)−1 = log
[
det(I − λAL)−1

]

が成立する．あとは expをとることにより (2)(3)を得る．　　■

主要定理 det(I − λAL) = a0 + a1λ + a2λ
2 + · · ·+ an+1λ

n+1, r = 1, 2, · · · , n + 1とするなら，

　 (1)
∑r−1

k=0 akNr−k(L) + rar = 0

　 (2) 高さ r の L極大鎖の個数は −ar+1 で与えられる

証明 f(λ) = det(I−λAL)と置き log f(λ) = −∑∞
p=1 p−1Np(L)λpを微分して f ′(λ) = −f(λ)

∑∞
p=1 Np(L)λp−1．

すなわち，

　　　 a1 + 2a2λ + · · ·+ (n + 1)an+1λ
n

　　　　　　　 = −(a0 + a1λ + a2λ
2 + · · ·+ an+1λ

n+1)(N1(L) + N2(L)λ + · · ·+ Np(L)λp−1 + · · · )
を得る．右辺を展開し，両辺の係数を比較して (1)を得る．次に (2)を示す．a0 = det(I) = 1に注意する．

n-半束では (n = 1より)周期 1の L列は存在しないのでN1(L) = 0．よって，−a1 = a0N1(L) = 0,−2a2 =

a0N2(L) + a1N1(L) = N2(L)となる．yxyx · · · が周期 2の L列ならば xyxy · · · も周期 2の L列となり，x

か y のいずれかは oに等しい．y = 0として前者の周期単位部分 oxは高さ 2の L極大鎖を定める．逆に高さ

2の L極大鎖 oxは 2つの周期 2の L列 oxox · · · および xoxo · · · を定めるので，高さ 2の L極大鎖の個数

は N2(L)/2 = −a2 で与えられる．従って，r = 2のときは主張が成立する．以下，r に関する帰納法を用い

て (2)を証明する．

　　　 −(r + 1)ar+1 = Nr+1(L)− [− a2Nr−1(L)− a3Nr−2(L)− · · · − arN1(L)
]

であるが，この右辺に現れる項 −akNr+1−k(L) (k = 2, 3, · · · , r)について解釈する．周期 r + 1 − k の L列

の周期単位部分において，先頭から探して最初に現れる oの直前に高さ k − 1の L極大鎖を挿入するならば，

この新たな有限 L列を周期単位部分とする周期 r + 1の L列を得る．この方法で全ての組 ( k,高さ k − 1の



L極大鎖,周期 r + 1− k の L列 ) に対して作った周期 r + 1の L列は皆異なる．実際，L極大鎖を挿入した

周期単位部分には，先頭より探して最初の oから 2番目の oまでの間に L極大鎖が挿入されている．つまり，

次のような構成を持つ．

　　 y1 · · · ys−1︸ ︷︷ ︸
前半

oz1 · · · zk−1︸ ︷︷ ︸
L 極大鎖

oys+1ys+3 · · · yr+1−k︸ ︷︷ ︸
後半

( y1y2 · · · yr+1−kは元の周期単位部分, s番目に最初の o )

これより L極大鎖が挿入された 2つの周期単位部分が一致するのは，元の周期単位部分と挿入 L極大鎖が共

に等しいときに限る．また，周期単位部分に重複元を持つ周期 r + 1の L列は 2個以上の oを含むので上の

方法で構成した周期単位のいずれかと一致する．よって，帰納法の仮定により −ak =(高さ k − 1の L極大鎖

の個数)であるから，周期単位部分に重複元を持つ周期 r + 1の L列の個数は上式右辺の [· · · ]内で与えられ，
−(r + 1)ar+1 は周期単位部分に重複元を持たない周期 r + 1の L列の個数となる．高さ r の L極大鎖は，そ

の各元を始点とする相異なる r + 1個の (周期単位部分に重複元を持たない)周期 r + 1の L列を生じ，逆に，

任意の周期単位部分に重複元を持たない周期 r + 1の L列はこうして生じた周期 r + 1の L列のいずれかに

一致する．これより，(r + 1)× (高さの r の L極大鎖の個数 ) = (重複元を持たない周期 r + 1の L列 ) =

− (r + 1)ar+1 を得，r + 1に対する (2)の成立を得る．　■


