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環W の整閉包を W̃，商体Q(W )をKとしたとき，任意の元x ∈ Kに対して，x ∈ W ∨ x−1 ∈ W̃

が成り立つとき，W をKの準付値環（prevaluation ring）という（山下，1982）．このとき，V = W̃

は付値環となり，W は V に支配される準付値環という．半正規環（semi-normal ring）の典型例
である．

ある意味で，付値環⇐⇒素イデアル，準付値環⇐⇒準素イデアルの対応が考えられ，特にNoether
的・１次元的なところでは双対的な関係が成立する．

簡単な例

L/K を代数的とし，
W = K + X · L[[X]]　とすれば，W は準付値環である．

山下の定義（1982）した擬付値環（quasi-valuation ring），準付値環（prevaluation ring）につ
いて，以下簡単に基本的性質について復習していこう．（不定期に更新予定）

定義 1. 擬局所環 (W, n)が（同じ商体 Q(W ) = Q(V )を持つ）付値環 (V, m)に支配され，次の
性質を満足するとき，

x ∈ W 　もしくは　 x−1 ∈ V

W を V に支配される擬付値環（quasi-valuation ring）という．

命題 1. (W, n)が (V, m)に支配される擬付値環であれば，m = nである．逆に V に支配される

局所環 (W, n)において m = nであれば，W は V に支配される擬付値環である。

∵　 x ∈ m\nをとると，支配されていることと取り方から x 6∈ W である．このとき擬付値環の

定義から，x−1 ∈ V．ところが，x ∈ m j V より，xが V 内で正則元となって矛盾．よってm = n

である．逆は明らか．¤

補題 1. (W, n)が (V, m)に支配される擬付値環であれば，W と V の中間環も擬付値環である．

定義 2. 擬局所環 (W, n)について，，次の性質を満足するとき

x ∈ W 　もしくは　 x−1 ∈ W̃

W を準付値環（prevaluation ring）という．

定義から次の命題は自明である．
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命題 2. 準付値環は擬付値環である．

∵　 W̃が付値環であることを示せばよい．x 6∈ W̃をとると，準付値環の定義より，x−1 ∈ W j W̃．

すなわち，W̃ は付値環の定義を満たす．¤
命題１より次の基本的性質も有する．

命題 3. R ⊆ V = (V, m)とし，V をQ(R) = Q(V ) = K なる付値環とする．

(1) R ⊆ R′ ⊆ V なる局所環 R′ で，m ⊆ R′ であれば R′ も V に支配される擬付値環である

(2) Wλが V に支配される擬付値環であれば，∩Wλも V に支配される擬付値環である．特に，V

に支配される擬付値環の中に包含関係で最小の擬付値環が存在する．

(3) W が V の擬付値環で，LがK の部分体であれば，L ∩W は付値環 L ∩ V に支配される擬付

値環である．

(4) W が V の擬付値環，qをW の素イデアルとすれば，V で qの上にある V の素イデアルは q

である．

(5) W が V の擬付値環，qをW の素イデアルとすれば，W/q, Wqもそれぞれ V/q, Vqの擬付値

環である．

∵　

(1) 命題 1より自明．¤

(2) Wλ が V = (V, m) に支配される擬付値環であれば，Wλ = (Wλ, m) であるので，∩Wλ =
(∩Wλ, m)も V に支配される擬付値環となる．すべての λを動かせば，それが最小の擬付値

環を構成する．¤

(3) 略．¤

(4) 略．¤

(5) 略．¤

ここに，Vλ で整域 Rを含むすべての付値環とすると，∩Vλ が Rの整閉包 R̃を表すが，では，付

値環を擬付値環や準付値環で置き換えた場合はどのようになるであろうか．

1次元 Noether整域の状況を見てみよう。

まず，

記号 1. Wλ を Rを含むすべての擬付値環とし，R# = ∩Wλ．

と記号を定めておこう．

R = (R, m) が単枝的（unibranch）の場合は，R̃ = (R̃, m̃) が（離散）付値環であることか
ら，R を含んで R̃ に支配される最小の擬付値環は W = { x | x mod m̃ ∈ R/m} であるので，
R# = W = R + mである．また，一般に Rが Noether環の場合，p̃ ∈ Spec(R̃)に対して，関数体
k(p̃)は関数体 k(R ∩ p̃)の有限次代数拡大であるので，この場合，擬付値環は準付値環となってい



る．

では，R = (R, m)が分岐する場合を考えてみよう．
mが 2個に分岐したとしよう．すなはち，R̃ = (R̃, m̃1, m̃2)とする．簡単のため，2つの（離

散）付値環 (R̃em1 , m̃1R̃em1)，(R̃em2 , m̃2R̃em2)をそれぞれ (V1,M1)，(V2,M2)としておく．ここで，

W1 = { x ∈ V1 | x mod M1 ∈ R/m} , W2 = { x ∈ V2 | x mod M2 ∈ R/m}

はそれぞれ Rを含む（Vj に支配される）最小の準付値環である．したがって，R# = W1 ∩W2．

Wj は構成方法からWj = R + Mj = R + m̃jR̃emj
である．特に，R̃∩Wj においては，R̃∩Wj =

R + m̃j である．

最後の等式は，x ∈ R+m̃jR̃emj
をとると，x = r+

m

s

(
x ∈ R̃, r ∈ R, m ∈ m̃j , s ∈ R̃\m̃j

)
と

おけるが，s(x−r) = m ∈ m̃jと s 6∈ m̃jより，x−r ∈ m̃jとなって，x = r+m′ (
r ∈ R̃, m′ ∈ m̃j

)

と整形される．

したがって，R# = W1 ∩ W2 を考察する際には，W1 ∩ W2 ⊆ V1 ∩ V2 = R̃ であることから，

R# = (R + m̃1) ∩ (R + m̃2)としてよい．
ここで，次のような自然な写像を考える．

(R + m̃1)/m̃1 ⊕ (R + m̃2)/m̃2 ↪→ R̃/m̃1 ⊕ R̃/m̃2 , R̃/(m̃1 ∩ m̃2) ∼= R̃/m̃1 ⊕ R̃/m̃2

また，ϕで，標準写像 ϕ : R̃ −→ R̃/(m̃1 ∩ m̃2) とすれば，

ϕ−1
(

(R + m̃1)/m̃1 ⊕ (R + m̃2)/m̃2

)
= (R + m̃1) ∩ (R + m̃2) = R#

ここに

R# = (R + m̃1) ∩ (R + m̃2) −→ (R + m̃1)/m̃1 ⊕ (R + m̃2)/m̃2

は全射である．

よって

m̃′j = R# ∩ m̃j は R# の極大イデアルであり，さらに m̃′1 6= m̃′2である．

このことは，Rが１次元 Noether整域であるときには，Wj = R + m̃j であると同時に R# =
(R#, m̃′1, m̃′2)を示し，RからR#へは，極大イデアルの関数体は拡大せず，R#から R̃へは，極

大イデアルは分岐しないことを主張している．

いま分岐が n = 2の場合を示したが，n > 2においても同様の議論で片付く．


