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Hasse [1]や Heppner [3]が定義した関数 T2,3(x)（以下，H(x)）と Terras [2] が定義した 3x+1

関数 T (x)との接点についての計算メモを記して。（2014年 5月 23日朝）

まず，T を 3x+1型，H を 2x− 1型の以下のような関数とする。このノートでは双方とも自然

数に対して定義されているものとする。

T (x) =


3x+ 1

2
(x ≡ 1 (mod 2))

x

2
(x ≡ 0 (mod 2))

H(x) =



H+(x) =
2x+ 1

3
(x ≡ 1 (mod 3))

H−(x) =
2x− 1

3
(x ≡ −1 (mod 3))

H0(x) =
x

3
(x ≡ 0 (mod 3))

次に，(e, k)2 = 2ek− 1, [e, k]2 = 2ek+1（ただし，eは 0以上の整数，特に断りのない限りは

kは奇数であるもとのとする）とし，また，(e, k)3 = 3ek − 1, [e, k]3 = 3ek + 1（ただし，eは 0

以上の整数，kは 1以上の自然数とする）

• (e, k)2の場合 (e ≡ 1 (mod 2), k ≡ 1 (mod 4))2もしくは (e ≡ 0 (mod 2), k ≡ 3 (mod 4))2

であるとき，

• [e, k]2 の場合 [e ≡ 0 (mod 2), k ≡ 1 (mod 4)]2もしくは [e ≡ 1 (mod 2), k ≡ 3 (mod 4)]2

であるとき，

• (e, k)3 の場合 (e ≡ 1 (mod 2), k ≡ 1 (mod 3))3 もしくは (e ≡ 0 (mod 2), k ≡ −1

(mod 3))3 であるとき，

• [(e, k]3 の場合 [e ≡ 0 (mod 2), k ≡ 1 (mod 3)]3 もしくは [e ≡ 1 (mod 2), k ≡ −1

(mod 3)]3 であるとき，

各々を基本型と呼ぶことにする。

関数 f について，自然数 x, x′ について，ある整数 e, e′ があって fe(x) = fe′(y)であるとき，

x
f∼ x′ と書くことにしよう。

このとき T とH の関係については
∗yamasita@ris.ac.jp
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命題 奇数 x = (e, k)2について　HeT e(x) = x，自然数 y = (e, k)3について　HeT e(y) = yで

ある。

(e, k)2

(e, k)3

T e

He

一方，iterationによるH の振舞いについて，1にたどり着くことは自明であるが，T のときと同

様 [4][5]に，次の性質をもつ。

命題 (e, k)3が基本型であれば，(e, k)3
H∼ (e+1, k)3である。特に，He+1(e, k)3 = H+H

e
−(e, k)3 =

He+2(e+ 1, k)3 = H0H
e+1
− (e+ 1, k)3 が成り立つ。

命題 [e, k]3が基本型であれば，[e, k]3
H∼ [e+1, k]3である。特に，He+1[e, k]3 = H−H

e
+(e, k)3 =

He+2[e+ 1, k]3 = H0H
e+1
+ [e+ 1, k]3 が成り立つ。

(e+ 1, k)3

(e, k)3

He+1
−

He
−

H0

H+

[e+ 1, k]3

[e, k]3

He+1
+

He
+

H0

H−

また，T とH の接点では

命題 (e, k)2 を基本型とし，T e+1(e + 1, k)2 = 3e+1k − 1 = 2f · ℓ（ℓは奇数）であるとすると，

次の等式が成立する。
3ek − 1

2
=

2f−1ℓ− 1

3

すなわち，

T e+1(e, k)2 = Hf (f − 1, ℓ)3

T e T

H0

Hf−1

(f − 1, ℓ)3

(e, k)2

2



と

命題 (e, k)2 が基本型であれば，

HeT e+1(e, k)2 = He−1
0 H1T

e+1(e, k) = k

である。

(e, k)2

T e(e, k)2

T e+1(e, k)2

H+T
e+1(e, k)2

k = He−1
0 H+T

e+1(e, k)2

H

He−1
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